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 ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS
 ET ANNEAUX DE FONCTIONS DEFINISSABLES
 LUC BELAIR1
 ?0. Introduction. Nous considerons des theories d'anneaux locaux reliees aux
 corps p-adiques, p un nombre premier. Dans le ?1 nous etablissons les axiomatisa-
 tions donnees dans [B1], ainsi qu'une autre axiomatisation des anneaux apparais-
 sant dans [RI]. Il s'agit d'anneaux locaux henseliens dont le corps residuel est
 elementairement equivalent 'a une extension finie d'un corps p-adique. Nous les
 appelons anneaux locaux p-adiquement clos. Dans le contexte de [RI] et [Bi] ils
 apparaissent comme fibres du faisceau structural (aussi appele faisceau de Nash
 dans [BS]) accompagnant les spectres p-adiques. L'interet de nos axiomatisations
 provient de la simplicity des axiomes qui rendent compte des proprietes
 henseliennes. Dans le ?2 nous donnons une axiomatisation d'une theorie d'anneaux
 locaux qui apparait naturellement dans le contexte de la theorie des modules des
 corps values, et se trouve etre une completion d'une theorie du ?1. Nous appelons ces
 anneaux, anneaux integres p-adiquement clos.
 Dans le ?3 nous utilisons ?2 pour montrer que les anneaux integres p-adiquement
 clos apparaissent aussi comme anneaux quotients d'anneaux de fonctions continues
 definissables sur les courbes affines p-adiques. Nous representons alors un ideal
 premier comme le noyau d'un morphisme devaluation en un point non-standard de
 la courbe. Le spectre p-adique fournit un outil commode qui permet de decrire la
 situation de favon concise. Quelques-uns de nos arguments (par exemple dans les
 lemmes 3.9 et 3.11) s'apparentent 'a certains raisonnements utilises dans le contexte
 de "decomposition cylindrique" reelle (voir [VI]) ou p-adique (voir [SV]). Des
 questions similaires sont traitees dans [Pi].
 Les theories d'anneaux que nous presentons possedent des analogues reels. Plus
 precisement, les anneaux locaux p-adiquement clos correspondent aux "anneaux
 Received December 12, 1988; revised March 1, 1990.
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 540 LUC BEfLAIR
 locaux separablement reels clos" de Kock (voir [JR]), et les anneaux integres p-
 adiquement clos correspondent aux anneaux reels clos de Cherlin et Dickmann
 (voir [CD]).
 Nous precisons maintenant la notation, et faisons quelques rappers. Dans cet
 article, anneau sera synonyme d'anneau unitaire commutatif, et definissable sera
 synonyme de definissable avec parametres dans le langage des anneaux. Un anneau
 est dit local s'il ne possede qu'un seul ideal maximal, qui coincide alors avec
 l'ensemble des elements non inversibles. Si A est un anneau local, mA design son
 ideal maximal, kA son corps residuel, i.e. A/mA, et - l'application canonique de A sur
 kA. On utilise les predicats auxiliaires Rj(x), n ? 1, avec l'interpretation Rn(x) -+3y
 (xy' = 1). Un anneau local A est dit henselien si pour tout polynome f e A [x], toute
 racine residuelle (i.e. dans kA) simple de f se relieve en une racine de f dans A
 (forcement unique). A un anneau A on peut associer son spectre premier, note Spec
 A: c'est l'espace topologique former des ideaux premiers de A et dont une base est
 donnee par les ensembles de la forme D(a) = {p e Spec A: a 0 p}, a e A. Spec A est
 un espace compact (i.e. il possede la propriety de sous-recouvrement fini) muni
 d'une base d'ouverts compacts close par intersection finie, 'a savoir les D(a), et tel que
 tout ferme irreductible est l'adherence d'un seul et unique point. Un espace
 topologique ayant ces proprietes est dit spectral. Hochster [Ho, theoreme 6] a
 montre que ce sont exactement les espaces homeomorphes au spectre premier d'un
 anneau. Soit I un ideal de A, on pose nrad I = {b e A: il existe n e- N tel que bV e I}.
 Soit K un corps, on note K- son groupe multiplicatif et K n ou Pn le sous-groupe
 multiplicatif des puissances n-iemes, n e N. On ecrit aussi P'(x) pour x e P'. On
 note x le n-uplet (xl... , xn). Une variety affine V dans b'espace affine Kn est un sous-
 ensemble algebrique irreductible; l'ideal de V, I(V), est l'ideal former des polynomes
 f e K[X1, . . ., Xn] qui s'annulent sur V, et l'anneau K[V] = K[X]/I(V) est appeal
 l'anneau des coordonnees de V. On dit que V est une courbe si le degree de
 transcendence de K[V] sur K est 1. Si L est une extension de K, on pose V(L) =
 {x e Ln: f(x) = 0, pour tout f e I(V)}. Si X c Kn et f est une fonction de X dans
 K,onposeZ(f)= {xeX:f(x)=0}.
 Soit p un nombre premier et Up le corps des nombres p-adiques muni de la
 valuation p-adique vp. On note val K le groupe de valuation d'un corps value (K, v)
 (pour les corps values voir [Ri]). La valuation v est aussi determined par la relation
 D(x, y) +-+ v(x) < v(y), appelee relation de divisibilite de v. Soit a e Up et y e val Up,
 on pose B(a,y) = {x e Qp: vp(x - a) ? y}. Soit S c C , n e N, alors adh S design
 l'adherence de S pour la topologie p-adique. Si S est definissable, alors W(S) design
 b'anneau des fonctions S -+ QUp continues (pour la topologie p-adique) et de-
 finissables. De la facon evidente on prolonge cette notation a toute extension
 elementaire de Qp. Pour plus de details sur la theorie elementaire de Qp, Th(Qp),
 nous renvoyons at l'expose de Macintyre [Ma]. Un corps p-adiquement clos est un
 corps elementairement equivalent a Qp. Pour n ? 2, soit Pn(x) un predicat unaire
 interpreted comme Pn(x) + 3y(yfn = x). Macintyre a montre que Th(Qp) elimine
 les quantificateurs dans le language des anneaux muni des predicats Pn. Pour n ? 2,
 soit Sn = {r eN N: 0 < r < n}, (n) = 2vp(n), An = {I C N: < A < p(n) +, (R p) = 1},
 zin = {e e- N: e = Ap e A c An r e Sn }, et z = {(en)neN: en e zi, et (e,) e urn Qp/Q0n}.
 Rappelons que pour n ? 2, Op t VeAn Pn (ex).
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 La theorie des modules des extensions finies de Qp, comme corps values, a ete
 etudiee par Prestel et Roquette [PR]. Pour d e- N, la theorie elementaire des
 extensions finies de degree d est axiomatisee par la theorie CpCd des corps p-
 adiquement clos de rang d. Un corps p-value est un corps value de caracteristique 0
 dont le corps des restes est de caracteristique p, et dont l'anneau de valuation
 modulo (p) est de dimension lineaire d sur le corps premier IFp. Un corps p-
 adiquement clos de rang d est un corps p-value de rang d henselien, value dans un
 Z-groupe. Fixons une extension finie K/Qp de degree d. La theorie elementaire de
 (K, vp) est axiomatisee par CpCd + 3y(X(y) = 0), out X e7 Z[X] est un polynome
 irreductible qui engendre l'extension K/Qp; Th(K) fixe un degree de ramification
 absolue e et un degree residuel absolu f, et d = ef. Soit e le plus petit entier plus grand
 que e et premier avec p, alors la structure valuee de (K, vp) est definissable
 algebriquement: vp(x) < vp(y) *-+ ]z(xe + pye = Ze).
 Le spectre p-adique a ete introduit par E. Robinson [Ri] motive par le spectre
 r6el de Coste et Roy [CR]. Cette construction a ete generalisee aux extensions finies
 de Qp par Brocker et Schinke [BS], et independamment dans [Bi]. Rappelons-
 la brievement (voir aussi [B2]). Soit A un anneau et definissons la relation sur
 les homomorphismes A -+ K, out K # Th(Qp). Soit ]i: A -+ Ki, i = 1, 2, oui Ki l
 Th(Qp), alors f- f2 ssi il existe K3 1= Th(Qp) et des homomorphismes gi: Ki
 K3 tels que g1f1 = g2f2. Puisque Th(Qp) est modele-complete, la relation est
 une relation d'equivalence. Le spectre p-adique de A, note SpecpA, est l'espace
 topologique former des classes d'equivalence de , et dont la topologie est engendree
 par la base
 {D.(a): ni eN, ai c A, 1 < i < k, k e N}, ou D.(a) = {A - K/: K l= AR
 Le theoreme d'elimination de Macintyre assure que les D.(a) sont bien definis. On
 verifie qu'ils sont compacts et que Specp A est un espace spectral. Chaque formule
 p(a) du langage des anneaux a parametres dans A (L(A)) induit un sous-ensemble de
 Specp A defini par[p] = {A -) K/l-: K l= (a)}. Soit Az+(A) le diagramme positif de
 A (les enonces atomiques de L(A) vrais dans A), alors Specp A s'identifie avec
 l'ensemble des completions de la theorie i '(A) + Th(Qp) muni de la topologie
 engendree par les formules APl(ai). Cette topologie est moins fine que celle
 engendree par toutes les formules p(a), qui donne un espace de Stone. Le reste de la
 notation est standard: im g design l'image de la fonction g, etc.
 ?1. Anneaux locaux p-adiquement clos. Dans [Ri], E. Robinson donne une
 axiomatisation dans la logique coherente (voir [Re, p. 165]) de la classe suivante
 d'anneaux locaux.
 DEFINITION 1.1. On appelle anneau local p-adiquement clos un anneau local
 henselien dont le corps residuel est un corps p-adiquement clos.
 Les corps p-adiquement clos sont, trivialement, des anneaux locaux p-
 adiquement clos. Outre le contexte du spectre p-adique cite dans l'introduction, on
 peut aussi donner comme exemples: l'anneau des series formelles Qp[[T]], l'anneau
 des germes de fonctions p-adiques analytiques en un point, l'anneau des germes de
 fonctions p-adiques Ck en un point, k e- N fixed. Notons que ce dernier exemple n'est
 pas un anneau integre.
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 Fixons une extension finie K/Qp de degree d, avec d = ef dans la notation de ?0, et
 soit X(X) e Z[X] un polynome irreductible qui engendre cette extension. Dans le
 but de prolonger les resultats de E. Robinson (ibid.) sur le spectre p-adique, nous
 introduisions dans [B1] la generalisation suivante de la definition 1.1.
 DE1FINITION 1.2. On appelle anneau local p-adiquement clos de type x un anneau
 local henselien dont le corps residuel est un corps p-adiquement clos de rang d out le
 polynome x a un zero.
 Nous donnons d'abord une nouvelle axiomatisation des anneaux locaux p-
 adiquement clos, que nous generalisons ensuite au contexte de la definition 1.2 (tout
 cela aussi dans la logique cohe'rente). Comme il est maintenant bien etabli, nous
 obtenons notre axiomatisation a partir d'une axiomatisation adequate du corps
 residuel, en considerant l'ideal maximal comme un voisinage infinitesimal de 0.
 DEFINITION 1.3. Soit CpC la theorie suivante:
 (i) Axiomes de corps;
 (ii. 1) D(x, y) * R1(X) A R,(x" + pyE), ? = 3, si p = 2, ? = 2, sinon;
 (ii.2) U(x) D(1, X) A D(x, 1);
 (ii.3) R1(x) D(x, y) v D(y, x);
 (ii.4) D(x, Y) A D(y, z) -, D(x, z);
 (ii.5) D(x, Y) A D(x', y') D(xx', yy');
 (ii.6) D(x, Y) A D(x, y') D(x, y + y');
 (iii. 1) D(P, 1) 1) I;
 (iii.2) D(1, x) - V{D(p, x - i): 0 < i < p};
 (iii.3) D(x, 1) v D(p, x);
 (iii.4n) R1(x) -) V{Rn(,lPrX) r e Sn, A , An};
 (iv) A{U(xl)D(pxj): 1 < j < n} _+ ]y(ynl + X+ynl + + Xn = 0) A U(y).
 LEMME 1.4. La theorie CpC constitue une axiomatisation des corps p-adiquement
 clos.
 DEMONSTRATION. Le predicat D(x, y) definit la relation de divisibilite corre-
 spondant a la valuation p-adique dans les corps p-adiquement clos. L'axiome (ivJ)
 dit que cette valuation est henselienne (voir [Ri, p. 185, theoreme 4]) et (iii.4n) assure
 que le groupe de valuation est un Z-groupe. O
 DE'FINITION 1.5. Toujours avec la meme interpretation des Rn, soit ALpC la
 theorie d'anneau obtenue de CpC en remplavant les axiomes de corps par ceux
 d'anneau local, i.e.
 (i.0) Axiomes d'anneau;
 (i -l) (O = 1) 1) I;
 (i.2) R1(x + y) -) R1(x) v R1(y);
 et en ajoutant
 (i.3) Rn(x) -+ R1(x - y) v RJ(y).
 Il est commode de noter 6(x1,,. . ., xn) les hypotheses de (ivn).
 PROPOSITION 1.6. La theorie ALpC constitue une axiomatisation des anneaux
 locaux p-adiquement clos.
 DEMONSTRATION. Soit A un anneau local. Notons d'abord que si A satisfait (i.3)
 alors
 (*) A - Rn(x) ssi kA - Rn(x)-
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 De meme, (*) est verifiee si A est henselien et kA de caracteristique zero. On procede
 alors comme dans la proposition 1.4 de [R I]. Par exemple, supposons que A soit un
 anneau local p-adiquement clos. Les axiomes (iii) sont des sequents p -> f: par (*) si
 A # Sp alors kA l= Sp, et par le lemme 1.4 ceci donne kA # V dont on tire A l= ' en
 utilisant (*) de nouveau. Le seul point delicat ici est de montrer que si A l= ALpC
 alors A est henselien. Il suffit de montrer que tout polynome f(t) = tn + tn -' +
 ba2tn--2 + + ban, oul b e mA, aj e A, possede une racine inversible (voir [V2,
 (2.10)]). Or f(t) tn + tn- 1 modulo mA, et donc kA # (,ba2,.. .,ban).Par (*) on a
 A # i(1, ba2, . . ,ban) et f possede une racine x telle que U(x). O
 Il est commode d'introduire la notation suivante. Pour n > 1, m, k(1),.. ., k(m) des
 entiers non n6gatifs posons S* = Sn u {*}, xk = (xk(1),. ..xk(m)), x= 0, fl(n) =
 2dvp(n), gn(x, y) = Z xiy% et soit u = pf- 1. Rappelons notre convention pour
 e, c'est le plus petit entier premier avec p et plus grand que e.
 DE'FINITION 1.7. Soit CpCx la theorie suivante:
 (0) Rl(k), k = 2, 3,...;
 (i)x 'a (iii. I)x les memes axiomes que (i) 'a (iii. 1);
 (iii.2)x U(X) A D(xL - 1, 1) 1;
 (iii.3)x D (x, 1) v D (p, x');
 (iii.4n)x R1(x) A D(yep) A D(pye) A (zM = 1)
 [V{zi = 1:1 < i < pf - 1} v V{R.(g.(zkY)Yrx) A U(g9(Zky)):
 r e Sn, k e (S*)1(n)+1j];
 (ivn)x A{U(xU ) A D(pxff): 1 < j < n}
 -*3y(yn + Xyn-1 + y+ Xn = 0) A U(y);
 (v) 3Y(%(Y) = 0).
 PROPOSITION 1.8. La theorie CpCX constitue une axiomatisation de Th(K).
 DEMONSTRATION. Tout module de CpCd + (v) verifie CpCx. D'autre part si
 M l= CpCx, alors (0)-(iii.3)x disent que M est p-value avec indice de ramification
 absolue eM < e et degree r6siduel absolu fM < f. Soit v la valuation de M, on a alors
 v(x) > 0 ssi v(xe) ? v(p), et (ivn)x implique que M est henselien. Par (v) on a eM ? e et
 fM ? f. Enfin on peut trouver un element premier y et une racine primitive (pf -1)-
 ieme de 1, z, et (iii.4n)x assure que M est value dans un Z-groupe. O
 REMARQUE. Le Lecteur du JSL nous a indique que (0) decoule des autres axiomes
 de CpCx. Les memes arguments montrent aussi que AIpC - (0) F- R1(p) A q # 0, q
 premier et q # p (cf. ?2).
 DE'FINITION 1.9. Soit ALpCx la theorie d'anneau obtenue de CpCx de la meme
 facon que ALpC a partir de CpC.
 PROPOSITION 1.10. La theorie ALpCx constitue une axiomatisation des anneaux
 locaux p-adiquement clos de type X.
 DEMONSTRATION. Compte tenu de la proposition precedent on peut proceder
 comme pour la proposition 1.6. E
 Il est clair qu'on peut considered ALpC comme le cas particulier de ALpCx
 ou d = 1. Dans la meme veine, notons aussi N(x1,... , Xn) les hypotheses de l'axiome
 (ivn)x. L'interet de l'axiomatisation ALpC, reside dans la simplicity de (i.3)x et
 (ivn)x a rendre compte des proprietes henseliennes 'a la fois de l'anneau lui-meme,
 et de la valuation p-adique du corps residuel. De facon plus precise, on exploite dans
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 [Bi, lemme 5] le lemme suivant, qu'on demontre en utilisant les proprietes
 henseliennes de A et de la valuation p-adique de kA.
 LEMME 1.1 1. Soit A t ALpCX, a1,. .., a, e A tels que A t 6(a). Alors il existe un
 seul et unique x e A tel que xn + axn- 1+ + + a = ? et A t U(x).
 ?2. Anneaux integres p-adiquement clos.
 DE'FINITION 2.1. Soit AIpC la theorie d'anneau obtenue a partir de la theorie
 ALpC en ajoutant l'axiome (0) et en remplacant respectivement les axiomes (i.2) et
 (iii.4n) par (i.2') et (iii.4n):
 (0) RI(k),k=2,3,...;
 (i.2') (xy = 0) (x = 0) v (y = 0), 3z ((x = zy) v (y = zx)), et 3z -I R1(z) A
 -(z = 0);
 (iii.4'n) Vee jn 3y (yf = ex).
 L'axiome (i.2') dit que l'anneau est un anneau de valuation non trivial (i.e. pas un
 corps). Rappelons que tout anneau de valuation est local. On verifie facilement que
 l'anneau de series formelles generalisees Qp[[T']] est un module de cette theorie.
 Soit C une courbe affine p-adique, nous allons montrer en ?3 que si p est un ideal
 premier non maximal de W(C(Qp)), alors l'anneau quotient W(C(Qp))/p est un
 module de AIpC. Notons que si on admet les anneaux de valuations triviaux (i.e. les
 corps) comme module de AIpC, on obtient aussi les corps p-adiquement clos. Nous
 appelons les modules de AIpC, anneaux integres p-adiquement clos. La theorie AIpC
 constitue une axiomatisation de Th(QP[[TV]]).
 PROPOSITION 2.2. La theorie AIpC axiomatise les anneaux de valuation henseliens
 non-triviaux dont le corps residuel est p-adiquement clos et le groupe de valuation
 divisible.
 DEMONSTRATION. Si A t AIpC, alors compte tenu de ?1 il suffit de montrer que le
 groupe de valuation de A est divisible, ce qui decoule de (iii.4') et du fait que A est une
 Q-algebre. D'autre part, si A est un anneau de valuation henselien dont le corps
 residuel est p-adiquement clos et le groupe de valuation est divisible, alors par ?1 il
 suffit de montrer que A l= (iii.44). Soit donc a e A. Le groupe de valuation de A etant
 divisible, (iii.4n) entraAne que le polynAme X- ae possede un zero dans le corps des
 fractions de A pour un e e zln . Comme A est integralement clos on a le resultat voulu.
 La theorie d'anneau de valuation AIpC fournit les meilleures conditions
 d'application de diff6rents principes de transfert du type Ax-Kochen-Ershov. La
 caracteristique est toujours nulle, la theorie des corps p-adiquement clos et celle des
 groupes abeliens ordonnes divisibles sont completes, decidables, modeles-completes
 et admettent l'elimination des quantificateurs, l'une dans une extension par
 definition du langage des corps (theoreme de Macintyre) et l'autre dans le pure
 langage des groupes ordonnes.
 COROLLAIRE 2.3. (1) La theorie AIpC est complete et decidable.
 (2) La theorie AIpC elimine les quantificateurs (de fafon primitive recursive) dans
 le langage des anneaux auquel on ajoute les pre'dicats Pn(x), n ? 2, ou' AIpC l=
 Pn(x) -*3y (yn = x).
 (3) La theorie AIpC est mode'le-comple'te dans le langage des anneaux auquel on
 ajoute le pre'dicat x j y, ou' AIpC l= x I y +-+ 3z (xz = y).
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 DEMONSTRATION. En considerant le couple former par un anneau de valuation et
 son corps des fractions on peut adapter sans difficult les theoremes suivants. Pour
 (1) c'est le principe de Ax-Kochen-Ershov pour la completude, e.g. voir le theoreme
 A de [CD]. Pour (2) on peut utiliser le theoreme 5 de [CD] ou le corollaire 2.21 de
 [De], et pour l'elimination primitive recursive le theoreme 4.12 de [We]. Pour (3),
 notons qu'une inclusion d'anneaux de valuation A1 '-. A2 qui respect le predict
 induit une extension de corps values au niveau de leurs corps des fractions, de
 sorte qu'il s'agit du principe de Ax-Kochen-Ershov pour la modele-completude,
 e.g. voir le theoreme B de [CD]. O
 I1 s'ensuit que le corps des fractions d'un module de AIpC est toujours un corps p-
 adiquement clos, puisqu'il en est ainsi pour Qp[[Tf]]. On peut toutefois demontrer
 directement ce fait en utilisant le meme genre d'argument que dans la derniere partie
 de la demonstration de la proposition 2.2. Nous esquissons cette preuve. Notons
 Q(A) le corps des fractions d'un anneau integre A.
 PROPOSITION 2.4. Si A # AIpC, alors Q(A) I= CpC.
 DEMONSTRATION. Soit les predicats Pj(x), Y(x, y) interprets comme suit:
 A t P.(x) 3 y (y' = x);
 A # Y(x, y) x = 0 A PI(x' + py').
 Notons que comme A est integralement clos on a
 (1) A # P.(xz;) -+ P.(x).
 On verifie d'abord que Y(x, y) definit une valuation p-adique sur A, qui se prolonge
 de facon unique a Q(A). Par exemple montrons que A # x = 0 -+ Y(x, y) v Y(y, x).
 Soit x, y e A, x =# 0. Comme A est un anneau de valuation on peut supposer x = zy,
 pour un z E A. Par (iii.4'), on a P,(pj(z'y' + py')) et P,(P2(Y' + pz'y')), pour certains
 P1, P2 e 4; par (1) on a PN(pl(z' + p)) et P,(P2(l + pz')) (notons que R1(z' + p) et
 R1(1 + pz'): c'est immediate si --R1(z), sinon on peut utiliser la valuation p-adique
 de kA). Par ailleurs, si R1(z) alors, par (ii.3), on a Rj(z' + p) ou RJ(1 + pz'), et ainsi
 P,(y'z' + py') ou PI(y' + pz'y'), i.e. Y(x, y) ou Y(y, x). Enfin si - R1(z), alors en
 utilisant (i.3) on obtient RJ4p2), d'ouf RJ41 + pz'), et donc P,(y' + pz'y'), i.e. Y(y, x).
 A ce stade-ci, Y(x, y) determine sur Q(A) une valuation p-adique, et (iii.4') assure
 que le groupe de valuation est un Z-groupe. I1 reste a verifier que cette valuation est
 henselienne. I1 suffit de montrer
 (2) A t Y(a1, b1) A Y(b1, a1) A f\ Y(pbj, aj)
 j>1
 ]y (boy"+ blay' ++ + bna = 0 A Y(ly) A Y(y, 1)),
 ou aj,bj c- A, bo= I,bj =bo.. bj lbj+ 1 ..b,
 Si R1(bj), pour tout j, alors c'est fini par l'axiome (ivn). Sinon supposons bi non
 inversible, et soit F(X) = EZ 0 bjajXn-j, oui ao = 1. Si bi = ujai, bi =# 0, alors en
 raisonnant comme ci-dessus on obtient Rj(pVug + p) et Rj(uj, si i =# 1, et R,(u' + p),
 RJ(1 + puz) et R1(ul), si i = 1. Posons bj = b1, a' = aj, si j :I i, et b' = ui, a= 1, et
 F1(X) = EZ=0 b'a'X' -j. Alors F(X) = aiF1(X) et les coefficients de F1(X) verifient
 aussi les hypotheses de (2), cependant F1(X) possede un "bj" inversible en plus, 'a
 savoir b. Par notre premiere remarque, on peut raisonner par recurrence et trouver
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 y e A tel que F1(y) = 0, Y(y, 1), Y(1, y) et a fortiori F(y) = 0. Par ce qui precede et le
 fait que A est un anneau de valuation, on peut donc supposer aj = ujbj pour tout j.
 Soit F1(X) = X' + u1X'- 1 + . + u, alors F(X) = b0F1(X) et comme ci-dessus
 les uj verifient (ivn) et on conclut facilement. O
 Ainsi les modules de AIpC sont des anneaux de valuation de corps p-adiquement
 clos. On peut les caracteriser en ces termes.
 PROPOSITION 2.5. Les mode'les de AIpC sont les anneaux de valuation des corps p-
 adiquement clos induits par les sous-groupes convexes du groupe de valuation de la
 valuation p-adique.
 DEMONSTRATION. Soit K l= CpC, v sa valuation p-adique, H un sous-groupe
 convexe propre de val K, A l'anneau de valuation de K induit par H, i.e. (*) A =
 {x e K: ]y e H, v(x) ? y}, et U le groupe multiplicatif des unites de A. On a v(U) =
 H, et donc A = {x e K: ]u e U, v(x) ? v(u)}. La valuation v de K induit une valua-
 tion w: kA- H dont le corps des restes est canoniquement isomorphe a celui de
 (K, v). Comme H est convexe il contient Zv(p) et il est pur dans val K; donc H est
 un Z-groupe et w une valuation p-adique. D'autre part, la theorie des valuations
 assure que (kA, w) est aussi henselien, de meme que A. Enfin, (iii.4') decoule de (*), et
 A l= AIpC. Un exemple particulier de cette construction est le suivant. Soit *Qp une
 extension elementaire propre de QOp et A = {x e * Q1p: ]a e OQp, v(x) ? v(a)} (les
 elements "a distance finie"), i.e. l'anneau de valuation induit par le sous-groupe
 convexe Zv(p), donc A # AIpC. Le groupe des unites de A definit un sous-groupe
 convexe de val *Up (a savoir Zv(p)), i.e. de val Q(A). De plus, A coincide avec
 l'anneau de valuation induit par ce sous-groupe convexe de val Q(A). Ces deux
 proprietes se traduisent au premier ordre dans AIpC de sorte qu'elles sont aussi
 vraies dans tous les modules. Eli
 Soulignons que AIpC constitue une completion de ALpC. Par le principe de Ax-
 Kochen-Ershov, toute autre completion en une theorie d'anneau de valuation peut
 etre obtenue en fixant une theorie complete pour le groupe de valuation.
 ?3. Anneaux de fonctions continues definissables. Soit V une variety affine p-
 adique. Notons aussi W(V) l'anneau W(V(QOp)). Le but de ce paragraph est de
 montrer que si C est une courbe affine p-adique, et p un ideal premier non maximal
 de W(C), alors l'anneau quotient W(C)/p est un anneau integre p-adiquement clos.
 Dickmann [D2] a etabli des resultats de cette nature pour les varieties affines reelles.
 I1 a montre que dans le cas des courbes, les anneaux quotients 16(C)/p sont des
 anneaux reels clos. Notre analyse du cas p-adique s'inspire du travail de Dickmann.
 Nous faisons cependant usage de facon plus systematique de l'aspect logique du
 spectre p-adique, par rapport a la situation dans le cas reel. Nous expliquons ceci par
 le manque d'outil analytique pour decrire correctement les objets en presence. Notre
 approche s'applique aussi au cas reel.
 Carral et Coste [CC, proposition 6] ont remarque que si V est une variety affine
 reelle, R[V] son anneau de coordonnees, et 6(V) l'anneau des fonctions V(R) -+ R
 continues et definissables, alors le spectre reel de R[V] est homeomorphe a
 Spec 6(V) par un isomorphisme naturel au niveau des treillis d'ouverts compacts.
 Nous allons montrer un resultat analogue.
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 PROPOSITION 3.1. Soit V une variety affine p-adique. Alors il existe un homeomor-
 phisme entre Specp Qp[ V] et Spec 16(V), induit par un isomorphisme naturel au niveau
 des treillis d'ouverts compacts. Cet isomorphisme envoie l'ouvert de base D(f) de
 Spec W(V) sur l'ouvert [p] de Specp QUp[V], associe' d la formule 9p(x):= (f(x) # 0).
 Considerons le cas V(Cp) = (Up, et Qp[V] = QUp[t], oui t est transcendent sur
 Qp. Soit p un ideal premier de 16(Qp), et soit Qp -< *Qp une extension elementaire
 suffisamment saturee. Le point de Specp Qp[t] correspondent a p peut etre
 represented par un homomorphisme a: Q[t] -+ *Qp qui consiste en l'evaluation en
 t* = ox(t). On a les inclusions Qp[t] cA w(Qp) clA W(*Qp), le morphisme d'evalua-
 tion ev(t*): W(*Qp) + *QUp, et ev(t*) o j o i = oc. Il decoule directement de la propo-
 sition 3.1 que p = kerev(t*) o j, et on a un isomorphisme 16(Qp)/p - im ev(t*) 0 j.
 Nous utilisons cet isomorphisme et notre connaissance explicite des points de
 Specp QUp[t], qu'on peut identifier aux 1-types sur Qp, pour etudier la theorie
 elementaire des anneaux f(Qp)/p. Le cas des courbes se ramene a celui de Qp[t] a
 l'aide de "parametrisations definissables". Plus precisement:
 PROPOSITION 3.2. Soit C une courbe affine p-adique. Alors pour tout ideal premier
 non-maximal p de 6(C), il existe un ideal premier q de W(Qp) tel que W(C)/p est
 isomorphe a' d(0p)/q.
 Nous verrons que dans le cas des ideaux maximaux on obtient des corps p-
 adiquement clos, et le resultat demeure vrai. Dans le contexte reel Dickmann [Dl] a
 mis en evidence l'analogue de la proposition suivante. Elle nous fournit la cle de la
 proposition 3.1.
 PROPOSITION 3.3. Soit n e N, S c Qp, definissable et localement ferme', soit f e
 W(S) et g e W(S\Z(f)). Alors il existe un entier N ? I tel que pour tout x0 e
 adh(S\Z(f)), il existe y, b e val Qp tel que vp(fNg) ? y sur l'ensemble
 B(xo,b r) (S\Z(f)).
 DEMONSTRATION. On raisonne comme dans le lemme 1 de [CC], et des
 arguments comme dans le theoreme 2.5 de [BS] (inegalite de Lojasiewicz p-adique)
 permettent d'eviter les series de Puiseux p-adiques (voir aussi [DV]). On peut
 trouver les details dans [B2]. El
 En termes de norme p-adique, c'est dire que fNg est localement borne sur
 adh(S\Z(f )).
 COROLLAIRE 3.4. Soit f, g e 6(S), tel que Z(g) c Z(f), alors il existe un entier
 N ? 1 tel que g divise fN dans 96(S), i.e. f e nrad(g).
 DEMONSTRATION. On a alors g' e 16'(S\Z(f)). Il existe N tel que fNgl est
 localement borfie sur adh(S\Z(f)). Ainsi fI?Ng-1 prolonged par 0 sur Z(f)
 appartient 'a W(S) et gfE+Ngl = fl+N
 Voici n autre fait-cle.
 PROPOSITION 3.5 [R2, theoreme 1.3]. Soit n e- N, U c Qn, un ouvert definissable.
 Alors il existe des polyn6mes fij e Qp[X] et des entiers nij tel que U=
 Ui njPij(fij(x)).
 COROLLAIRE 3.6. Soit i: V(Qp) c- - Spec, QUp[V] le plongement canonique. Alors
 la correspondence c(x) F-+ [c(x)], entre les sous-ensembles definissables de V(Qp) et
 les sous-ensembles constructibles de Specp QUp[V], induit un isomorphisme du treillis
 des ouverts definissables de V(Qp) sur le treillis des ouverts compacts de Specp Q(p[V].
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 La demonstration de la proposition 3.1 nous dit essentiellement que la
 correspondence D(f) F-? {x E V(Qp): f(x) #0 O} etablit un isomorphisme du treillis
 des ouverts compacts de Spec W(V) sur le treillis des ouverts definissables de V(Qp).
 DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. Les deux espaces SpecP lp[V] et
 Spec 6(V(Qp)) sont des espaces spectraux. Par la duality espaces spectraux
 treillis distributifs, les points de ces espaces s'identifient aux filtres premiers
 d'ouverts, et donc un isomorphisme entre les treillis d'ouverts compacts induit
 un homeomorphisme (voir [Jo, p. 66]). Le treillis des ouverts compacts de
 SpecPO p[V] peut etre identifi& au treillis des ouverts definissables de V(Qp),
 notons-le z(V). Soit z(6) le treillis des ouverts compacts de Spec 6(V(QP)).
 LEMME 3.7. Le treillis z(6) coincide avec {D(f): f e 6(V(Qp))1.
 DE'MONSTRATION. Soit f, g e 16(V(Qp)) et /(x, y) = x2 + py2. Puisque
 Qep F (q(x,y)=0?-X = 0 A y = 0),
 on v&rifie aisement que D(f) u D(g) = D(/(f, g)) en utilisant le corollaire 3.4. DH
 Soit donc 0: z(W) -+ z(V), l'application qui envoie D(f) sur {x e V(Op):
 f(x) =# 0}. La relation D(f) = D(g) ssi nrad(f) = nrad(g), assure que e est bien
 definie et, par le corollaire 3.4, que e est invective. On verifie que e est un homo-
 morphisme de treillis. La surjectivite decoule du lemme suivant.
 LEMME 3.8. Pour tout ferme definissable F c Qp, il existe une fonction QO -+ 0
 continue et definissable qui s'annule exactement sur F.
 DE'MONSTRATION. Notons que dans le cas reel on peut utiliser dist(x, F) =
 inf{ I x - y : y e F }, mais dans notre cas on ne dispose pas de section de la valuation
 vP pour definir la norme p-adique. Pour m e- N fixed, soit ej e Jm tel que p=
 {0} u eP0 ... 0 ek(m)P, ou e1 = 1. Par la proposition 3.5, il existe m(i, j) e N et
 fj e QP[X] tel que
 q r(i)
 F= u n Pm(ij)(fij(X))-
 i=l j=l
 Pour m fixed et pour x e Q;, posons pm(X) = ei ssi x c ejP Ainsi x e P, ssi pm(X) = 1.
 Notons que pm est continue sur Q;p puisque les ejPm sont ouverts. Soit pm: Qp -+ p
 definie par (pm(x) = 0, si x = 0, et (pm(x) = x(pm(x) - 1), si x =# 0. On verifie aisement
 que (pm est continue et que (pm(x) = 0 ssi x e Fm. Soit
 X . ) = Xl(L) + pXrL) + + pr(i)-lXr(i
 On verifie que Tj ne s'annulle qu'en (0,.. ., 0) et alors
 r
 TF(X) = H Ti(Pm(il)(fil(X)),*, (*Pm(ir(i))(fir(i)(X)))
 est la fonction cherchee. O
 Pour l'instant nous etudierons les anneaux 6(V)/p de facon generate. Soit
 F1,... , Fk e Qp [X1,. . . 7X,,] qui definissent une variety affine de QOm, et notons V
 cette variety. Soit QJ[V] = Qj[x1,j.. , xm], Up Q< *Qp une extension elementaire
 suffisamment saturee, et soit p e Spec 6(V). De facon analogue a la discussion faite
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 au debut du ?3, le point de Specp QP[V] correspondent 'a p peut etre represented par
 un homomorphisme c: QP[V] -+ *Qp qui consiste en 1'&valuation en un point
 x* V(*CQp), ou x* = x(x). On a 1'egalite p = ker ev(x*), oui ev(x*): 6(V(Qp)) -+*p
 est 1'evaluation en x*. Soit A l'image de ev(x*), alors A est isomorphe 'a t(V QP))1P'
 et est clairement une Q-algebre.
 LEMME 3.9. Soitn 2 eta A telquea =O0etae*Q"'. AlorsilexistebeA tel
 que a = bV.
 DEIMONSTRATION. Soit a = f(x*), Qp = {O} U elPn 0 *-- 0 ek()P, oui el = 1,
 et soit Uj = eiP'(f(x)) rn V(Qp), de sorte que V(QUP) = (Z(f) n V(Qlp)) 0
 U1 U * - - Uk(n).
 Alors, en utilisant par exemple les fonctions de Skolem explicites de [Dn], on peut
 definir des fonctions Si: Uj -+ Qp , i = 1, ... , k(n), continues et definissables telles que
 pour tout x eL UJ, f(x) = ej(Ci(x))n. Soit C: V(Ip) -+ Qp definie par C(x) = 0, si x e
 Z(f) rn V(Qp), et C(x) = Cj(x), si x e UL. Alors C est continue. En effet, il suffit de le
 verifier en x e Z(f) rn V(Qp). Soit (xj) e V(Qp) une suite qui converge vers x. On
 peut supposer que f(xj) # 0 pour tout j. Par continuity on a limjf(xj) = f(x) = 0.
 Or il existe 1 < i < k(n) et une sous-suite (xi(j)) tel que xi(j) e UJ pour tout j. Ainsi
 limj f(xi(j)) = limit j(Ci(Xi(j)))n = 0, et donc limj4 (xi(j)) = limj Ci(xi(j)) = 0. De meme,
 de toute sous-suite de (x;) on peut extraire une sous-suite (xj) tel que limj C(x,) = 0,
 ce qui montre qu'on a bien limj4 (xj) = 0. D'autre part on a Up # x e- UJ -+ f(x) =
 ei(C(x))n. Comme a = f(x*) e *Qfl, on a bien a = f(x*) = (C(X*))n, et C e 6(V(CIp)).
 COROLLAIRE 3.10. A # a #0 ? Vee j,3b (a = ebn).
 DEMONSTRATION. C'est un enonce vrai dans *QUp, e e N, et A est une Ql-algebre.
 LI
 LEMME 3.1 1. Soit v la valuation p-adique de *Qp, soit aj e A tels que v(a1) =O, et
 v(aj) > v(p), pour j > 1. Alors il existe y e A tel que yn + ayn-l +*- an 0= et
 v(y) = 0.
 DEMONSTRATION. Soit aj = fj(x*), fj e 6(V(Qp)), et U = {x e V(Qp): v(f1(x)) = 0,
 v(f(x)) ? v(p), j > 1}. Par hypothese U est non vide, et pour tout x e U il existe
 un seul et unique y Q- C tel que yn + f1(x)yn- 1 + + fn(x) = 0 et v(y) = 0 (cf.
 lemme 1.1 1). Ceci definit une fonction y: U -+ Qp, et on verifie aisement que l'unicite
 en question et la compacite de B(0, 0) entraine que y est continue. Comme U est un
 ouvert ferme on peut prolonger y en une fonction definie sur V(Qp) tout entier, que
 nous notons aussi y. En raisonnant comme dans le lemme precedent on verifie que
 b = y(x*) est la racine cherchee. OI
 COROLLAIRE 3.12. Si p est maximal, alors '6(V)/p est un corps p-adiquement clos.
 DEMONSTRATION. L'anneau A est alors un sous-corps de *Qp et il herite de la
 valuation p-adique induite. Par le lemme 3.1 1 A est henselien pour cette valuation, et
 par le corollaire 3.10 son groupe de valuation est un Z-groupe. LI
 Nous allons maintenant considered le cas oui p est un ideal premier non maximal,
 et V = C est une courbe. Par le lemme de normalisation de Noether, il existe t e
 Qp [C], transcendent sur Qp, tel que Qpi[C] est entier sur Qp[t]. Soit fj(t,X) e
 Qp[t,X], unitaire en X, tel que fj(t,xj) = 0 et fj(t,xj) 0, et soit t = h(xl,...x
 On peut alors decrire les points de Specp Qp[C] a l'aide de ceux de Specp Qp[t].
This content downloaded from 132.208.246.237 on Thu, 07 Apr 2016 20:23:29 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 550 LUC BELAIR
 En effet, ces derniers correspondent aux 1-types sur Qp, et chaque type tp(t/Ip)
 (par abus de notation) permet d'isoler les racines de fj(t,X) 'a l'aide d'ouverts
 definissables. Un point de Specp QP[C] peut donc etre represented par un (m + 1)-
 uplet (tp(t/Qp), Ul(t, x),..., Um(t, x)), oui les Uj sont des ouverts definissables de Qp,
 a parametre t, tel que Uj isole une racine Cj de fj(t, X) et 4 e C, i.e. F1(4) = =
 FkX) = 0
 LEMME 3.14. L'espace Specp QP[C] est un espace spectral normal, i.e. l'adherence
 d'un point contient un seul et unique point ferme.
 DEMONSTRATION. Soit ac Specp Qp[C], represented par (tp(t/Qp), U1,..., Um)
 comme ci-dessus. Realisons tp(t/Qp) par t* e *Qp, et x par x* eQ *Cp. Soit B=
 {x e *Qp: 3a e Qp, v(x) ? v(a)}, i.e. l'ensemble des points de *I p a distance finie
 (cf. la proposition 2.5), B est un anneau de valuation dont le corps residuel est
 canoniquement isomorphe a QUp. Notons w cette valuation. On a deux cas:
 (i) t* 0 B: comme t* = h(x*), h e B[X], il existe un j pour lequel xj 0 B, i.e. x*
 est "a l'infini" dans la direction Xj.
 (ii) t* e B: comme fj(t*,x*) = 0, oui fj(t*,X) e B[X] est unitaire, et B est
 integralement clos, il s'ensuit que xi' e B, pour tout j, i.e. x* est "a distance finie".
 Etant donned deux points al, a2 qui relevent respectivement des cas (i) et (ii), il est
 clair qu'on peut les separer par des ouverts (cf. le corollaire 3.6). Si a relieve du cas (ii),
 il existe aj, b e Qp uniques tel que w(x* - aj) > 0 et w(t* - b) > 0, et de plus on
 verifie que a e C(Qp). Soit a. le point de Specp QP [C] induit de la facon evidente par
 a. On verifie sans peine que a. e adh{cx}, que les seuls points fermes 'a distance finie
 sont les oaa, et que si a # a', alors aa' 0 adh {c}. On a donc le resultat voulu pour tous
 les points a distance finie. Nous verifions maintenant que les points a l'infini sont
 tous fermes. Si a relieve du cas (i), alors tp(t*/Qp) est determine par une suite
 d'ouverts P,(e x), n ? 2, (-en) e i (voir [B3, proposition 4.6(2)]). Soit a a2 deux
 points qui rerevent de (i), alors on a deux possibilities (avec les notations evidentes):
 ou bien tp(t */Qp) # tp(t */Qp), et alors al, a2 peuvent etre spares par des ouverts de
 la forme P'(e h(x)), ou bien tp(t*/Qp) = tp(t*/Qp), et alors (X1, X2 peuvent etre
 separes par des ouverts qui isolent les racines des Jj(t, X). Ainsi, tous ces points sont
 fe mes. LI
 COROLLAIRE 3.14. Pour tout p e Spec '(C), le quotient '6(C)/p est un anneau
 local.
 DEMONSTRATION. Le corollaire 3.14 decoule immediatement de la proposi-
 tion 3.1. LI
 Notons que pour des raisons inherentes 'a la notion d'ordre, le spectre reel d'un
 anneau est toujours un espace spectral normal. Ceci a pour consequence que, dans le
 cas reel, 6(V)/p est toujours un anneau local.
 Nous ramenons maintenant le cas d'une courbe a celui de la "droite p-adique",
 grace a une "parametrisation definissable".
 PROPOSITION 3.15. Soit p e Spec(6(C)), un ideal premier non maximal, alors il
 existe q e Spec('6(Qp)) et un isomorphisme '6(C)/p ' 16(Qp)/q.
 DEMONSTRATION. Soit ax le point de Specp Qp[C] correspondent a p. Dans la
 notation de la discussion precedent, on a l'inclusion QP[t] c-+ Q p[C]. Nous allons
 voir que le morphisme dual Specp Qp[C] --+ Specp Qp[t] nous donne q. Toujours
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 dans la notation du lemme 3.13, considerons le diagramme suivant (p = ker ev(x*)):
 OPEC] W(C) I C)
 ev(x*)
 \J~t 6 ,V t&up
 I1 suffit de montrer que im ev(x*) = im ev(t*), et alors q = ker ev(t*) est l'ideal
 cherche.
 (i) im ev(x*) D im ev(t*): soit f e '6(Qp), alors f(t*) = f(h(x*)) = f o h(x*), et
 f o h e '6(C).
 (ii) im ev(x*) c im ev(t*): par notre analyse des points de Specp Qp[C], p
 correspond au cas oui il existe a e Up et x0 e C(Qp) tels que v(t* - a) > val Qp
 et v(x* - x0)> val QP. I1 existe des ouverts definissables Ul(t, y),..., Um(t, y) (a'
 parametre t), determines par x*, tels que les conditions suivantes appartiennent
 a tp(t*/Qlp): ] C1(t) e Ui(t, y),..., Cm(t) e Um(t, 4 Ai Cj(t) est une racine simple de
 fj(t, Y); fj(t, Y) a exactement #j racines; ( C1(t),... ,$m(t)) e C; t = h(Cl(t),... ,'$m(0);
 a = h(xo); Ajfi(a, x0j) = 0. Or tp(t*/Qp) est axiomatise par v(t - a) > val Qp
 et P,(en(t - a)), n ? 1, pour certains en e zI, tels que (en) e zl. Par compacite, on
 peut supposer qu'il existe (, y e val Qp et n e- N, tels que les conditions ci-dessus
 sont verifiees sur l'ouvert definissable U = B(a, () n P'(e(t -a)), et v(4(t) - x0)
 > y. Sur l'ouvert U, les Cj(t) fournissent des fonctions definissables telles que
 (G1(t),..., m(t)) e C(QP). Par le theoreme des fonctions implicates, ces fonctions
 sont aussi continues. Soit ;: B(a, () -+ C(QP) definie par ;(-c) = (C1(T), , Sm(r)), si
 -c e U, et ;(-c) = x0, sinon. En raisonnant comme dans le lemme 3.13 (N.B.: B(a, () =
 {a} u Ueei (B(a, () rn P,(e(z - a)))), on montre que 4 est une fonction continue
 definissable. Comme B(a,() est un ouvert ferme, 4 se prolonge en une fonction
 continue defiinissable sur Qp tout entier. Par l'axiomatisation de tp(t*/Qp), il est
 clair qu'on a ;(t*) = x*. Ainsi, si g e '6(C), alors f = g o W e '6(Qp) et f(t*) = g(x*).
 LI
 Il ne reste plus donc qu'a analyser le cas de la droite affine p-adique. Soit Op[t]
 l'anneau des polynomes a une indeterminee t, soit p e Spec W(Qp) un ideal premier
 non maximal et a e SpecP Op[t], le point correspondent. Toujours dans la notation
 ci-dessus, on realise le type correspondent 'a a par un element t* e *QP. Comme on
 l'a vu, il existe un unique to e Qp tel que v(t* - to) > val Qp, et p est contenu dans
 l'ideal maximal {f e '6(0p): f(to) = 0}. L'ideal maximal de A = {f(t*): f e '6(Qp)}
 ('W(Qp)/p) consiste en mA = {f(t*) e A: f(to) = 0}, et son corps residuel kA est
 isomorphe a {f(to): f e '6(Q)} = Qp-
 LEMME 3.16. A est un anneau de valuation.
 DEMONSTRATION. Soit a, b e A, il faut voir qu'il existe c e A tel que a = cb ou
 b = ca. Il suffit de considered a, b e mA. Soit donc a = f(t*) # 0, b = g(t*) # 0,
 f, g e '6(Qp), tels que f(to) = g(to) = 0. Par un changement de variable adequat
 on peut supposer to = 0. Comme on l'a vu, le type de t* au-dessus de Qp est
 axiomatise par les formules v(t) > val Qp et Pn(pnt), n ? 2, pour un certain (Pn) e zl.
 Par le theoreme 3.6 de [DV] (par exemple en utilisant des arguments de [SV]),
This content downloaded from 132.208.246.237 on Thu, 07 Apr 2016 20:23:29 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 552 LUC BELAIR
 on obtient les developpements suivants en series de Puiseux de f et g: il existe
 n2 1, ye val QU, aj, bis eQp tels que les series Z?0 aixi, Zj 0bix1 convergent
 sur B(0,y), et pour x e B(0,y)\{0} on a f(pnxn) = >Li>0aix' et g(pNxn) = j 0 bix'.
 On peut choisir y tel que les series LaixL et >bixx soient non nulles sur B(0,y)\{0}.
 Soit
 E aix = aNX (1 + e1(x)) et E bixL = bMxm(1 + 2(x)),
 ou aN, bM # 0 et
 lim 91(x) = 0 = lim 92(x).
 x-O x-O
 Alors par exemple si N > M, on a
 f (Pn Z ) ________ "10
 lim - = lim aNbMZ (1 + ()) = q e Q
 z--oON gpZn) z-0 (1 + E2(z))P
 Soit Qp = {0} u elP~C*n u ek(n) Pn, e1 = Pn, et h: B(0, y) -? QUp definie par
 h(x) = f(x)g(x)-', si x e PnPn; et h(x) = q, sinon. Pour montrer que h est continue il
 suffit de la considered en 0. Soit xj e B(0, y) tels que limj x; = 0. On peut supposer que
 Xe PnPn, pour tout j. Comme precedemment (cf. le lemme 3.10), il existe une
 fonction C: B(0, y) -+ Qp continue et definissable telle que Xj = C(Xj)n, et donc
 limj C(xj) = 0. Si j est assez grand, alors C(xj) e B(0, y) et
 h(xj) = h(PnC(Xj)n) = f(Pn (Xj)n)9(Pn (Xj)n) -
 et ainsi limit h(xj) = q = h(0). Comme B(0, y) est un ouvert ferme, h se prolonge en une
 fonction continue definissable sur Qp tout entier. Par l'axiomatisation de tp(t*/Qp),
 il est clair que f(t*) = h(t*)g(t*), d'oui c = h(t*) e A est l'element cherche. OI
 LEMME 3.17. Soit a e A, inversible. Alors il existe b e A tel que bn = a, si et
 seulement si a- e k~n.
 DEfMONSTRATION. (). Soit a = f(t*), f e '6(Qp). Par hypothese f(to) # 0 et
 f(to) e Q0n. Par continuity de f et le fait que Q0n est ouvert, il existe y e val Q0 tel
 que pour tout x e B(to, y) on ait f(x) e Qpn. Procedant comme on l'a deja fait, il
 existe C e '6(Qp) tel que a = f(t*) = (C(t*))n et C(t*) e A. OI
 PROPOSITION 3.18. L'anneau A est un anneau integre p-adiquement clos.
 DEMONSTRATION. On a vu que A etait un anneau de valuation et une Q-algebre.
 Comme A c *Qp, il herite d'une relation de divisibilite p-adique D(x, y). Par les
 lemmes 3.9 et 3.17, et le fait que kA Qp .< *Qp, la trace de D(x,y) sur les elements
 inversibles de A se relieve du corps residuel qui est p-adiquement clos. Ceci assure que
 A satisfait les axiomes (ii) de AIpC. Par le corollaire 3.10 et le lemme 3.1 1, les autres
 axiomes sont aussi verifies. OI
 I1 est clair qu'on peut generaliser de favon appropriee les re'sultats de ??2 et 3 aux
 extensions finies de QU.
 REFERENCES
 [Bi] L. BtLAIR, Spectres p-adiques en rang fini, Comptes Rendus des Seances de l'Academie des
 Sciences, Serie 1: Mathematique, vol. 305 (1987), pp. 1-4.
 [B2] , Spectre p-adique: aspects topologiques et geometriques, Siminaire sur les structures
 algebriques ordonnees. Vol. II (F. Delon et al., editors), Publications Mathematiques de l'Universit& Paris-
 VII, no. 33, Paris, 1990, pp. 151-163.
This content downloaded from 132.208.246.237 on Thu, 07 Apr 2016 20:23:29 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 ANNEAUX p-ADIQUEMENT CLOS 553
 [B3] , Le theoreme de Macintyre, un theoreme de Chevalley p-adique, Annales des Sciences
 Mathematiques du Quebec (a paraitre).
 [BS] L. BR6CKER and J. H. SCHINKE, On the L-adic spectrum, Schriftenreihe des Mathematischen
 Instituts der Universitit Miinster, ser. 2, vol. 40, Mathematisches Institut Universitat Miinster, Miinster,
 1986.
 [CC] M. CARRAL and M. COSTE, Normal spectral spaces and their dimension, Journal of Pure and
 Applied Algebra, vol. 30 (1983), pp. 227-235.
 [CD] G. CHERLIN and M. DICKMANN, Real closed rings. II, Annals of Pure and Applied Logic, vol. 25
 (1983), pp. 213-231.
 [CR] M. COSTE and M.-F. Roy, La topologie du spectre reel, Ordered fields and real algebraic
 geometry, Contemporary Mathematics, vol. 8, American Mathematical Society, Providence, Rhode
 Island, 1982, pp. 27-59.
 [De] F. DELON, Quelquesproprietes des corps values en theorie des modules, These de Doctorat d'Etat,
 University Paris-VII, Paris, 1981.
 [Dn] J. DENEF, The rationality of the Poincare series associated to the p-adic points on a variety,
 Inventions Mathematicae, vol. 77 (1984), pp. 1-23.
 [DV] J. DENEF and L. VAN DEN DRIES, p-adic and real subanalytic sets, Annals of Mathematics, ser. 2,
 vol. 128 (1988), pp. 79-138.
 [DI] M. DICKMANN, Applications of model theory to real algebraic geometry, en preparation.
 [D2] , A property of the continuous semialgebraic functions defined on a real curve, manuscrit.
 [Ho] M. HOCHSTER, Prime ideal structure in commutative rings, Transactions of the American
 Mathematical Society, vol. 142 (1969), pp. 43-60.
 [Jo] P. JOHNSTONE, Stone spaces, Cambridge University Press, Cambridge, 1983.
 [JR] A. JOYAL and G. E. REYES, Separably real closed local rings, Journal of Pure andAppliedAlgebra,
 vol. 43 (1986), pp. 271-279.
 [Ma] A. MACINTYRE, Twenty years of p-adic model theory, Logic Colloquium '84 (J. Paris et al.,
 editors), North-Holland, Amsterdam, 1986, pp. 121-153.
 [Pi] A. PILLAY, Sheaves of continuous definable functions, this JOURNAL, vol.53(1988), pp. 1165-1169.
 [PR] A. PRESTEL and P. ROQUETTE, Formally p-adic fields, Lecture Notes in Mathematics, vol. 1050,
 Springer-Verlag, Berlin, 1984.
 [Re] G. E. REYES, Theorie des modeles et faisceaux, Advances in Mathematics, vol. 30 (1978),
 pp. 156-170.
 [Ri] P. RIBENBOIM, Theorie des valuations, Presses de l'Universit6 de Montreal, Montreal, 1964.
 [RI] E. ROBINSON, The p-adic spectrum, Journal of Pure and Applied Algebra, vol. 40 (1986),
 pp. 281-296.
 [R2] , The geometric theory of p-adic fields, Journal of Algebra, vol. 110 (1987), pp. 158 -172.
 [SV] P. SCOWCROFT and L. VAN DEN DRIES, On the structure of semialgebraic sets over p-adic fields,
 this JOURNAL, vol. 53 (1988), pp. 1138-1164.
 [VI] L. VAN DEN DRIES, Remarks on Tarski's problem concerning (R, +,*, exp), Logic Colloquium '82
 (G. Lolli et al., editors), North-Holland, Amsterdam, 1984, pp. 97-12 1.
 [V2] , A specialization theorem for p-adic power series converging on the closed unit disc, Journal
 of Algebra, vol. 73 (1981), pp. 613-623.
 [We] V. WEISPFENNING, Quantifier elimination and decision procedure for valued fields, Models and
 sets (Logic Colloquium '83), Lecture Notes in Mathematics, vol. 1103, Springer-Verlag, Berlin, 1984,
 pp. 419-472.
 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET D'INFORMATIQUE
 UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL
 MONTREAL, QUEBEC H3C 3P8, CANADA
This content downloaded from 132.208.246.237 on Thu, 07 Apr 2016 20:23:29 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
